
 

1 

ة ال  رابعةالمحاضر

  تمرين: 

ن صورة المستقيم  𝐷عي  = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑥 +
𝜋

3
𝑖 ∶ 𝑥 ∈ ℝ}  .وفق التابع الأسي العقدي 

𝑧: لنأخذ الحل ∈ 𝐷 
ّ
𝑎𝑟𝑔(𝑒، عندئذٍ فإن 𝑧) =

𝜋

3
 القسم التخيلي  

ّ
للأس هو أحد " إن

𝑒 قياسات زاوية الصورة 𝑧 هي ، وطويلته|𝑒 𝑧| = 𝑒 𝑥"قع ت . بالنتيجة𝑒 𝑧  عل نصف المستقيم

ها بدايته مبدأ الإحداثيات ويصنع زاوية قياسالذي 
𝜋

3
 𝑜𝑢وجب لمحور الفواصل مع الاتجاه الم 

 )طبعا دون المبدأ( : 

 

[المجال  𝑥عندما تمسح  − ∞, +∞[  
ّ
𝑒فإن 𝑥 0[المجال  ستمسح, +∞[ 

ّ
، وبالتالي فإن

𝑒العدد  𝑧  سيمسح كامل نصف المستقيم𝐿𝜋

3
ح بالرسم أعلاه 

ّ
أي  . دون مبدأ الإحداثيات الموض

 صورة المجموعة 
ّ
𝐿𝜋هي المستقيم  𝐷أن

3
 بكامله دون المبدأ.  

 التوابع المثلثية العقدية: 

 جيب العقدي: تتابع ال

 المتسلسلة العقدية 
ّ
∑إن

(−1)n𝑧2𝑛

(2𝑛)!
∞
𝑛=0لة قوى مركزها الصفر. لنوجد قرص، هي متسلس 

 مبي  العام: تقارب  ها وذلك باستخدام معيار دالأ 

𝐷 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛⟶∞

|
𝑢𝑛+1(𝑧)

𝑢𝑛(𝑧)
| = 𝑙𝑖𝑚

𝑛⟶∞
|

(−1)n+1 𝑧2𝑛+2

(2𝑛+2)!
(−1)n 𝑧2𝑛

(2𝑛) !

| = 𝑙𝑖𝑚
𝑛⟶∞

|
𝑧2

(2𝑛 + 2)(2𝑛 + 1)
| = 0 ∶ ∀𝑧 ∈ ℂ 

 كانت 
ً
 المتسلسلة متقاربة بالإطلاق أيا

ّ
 منقطة التقارب ℂمن  𝑧وبالتالي فإن

ّ
، أي أن

 عل كامل ℂهي كامل المستوي العقدي 
ً
، ℂ، وبالتالي تعرّف هذه المتسلسلة تابعا

سمّيه تابع التجيب العقدي، أيcos(𝑧)نرمز لهذا التابع ب    
ُ
cosأن  ، ون 𝑧  معرف

 :  ℂعل 

cos 𝑧 = ∑
(−1)n𝑧2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

 

 . لأنه تابع ممثل بمتسلسلة قوى ℂوهو تحليلي عل كامل  
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 تابع الجيب العقدي: 

 المتسلسلة العقدية ℂبخطوات مماثلة لتعريف 
ّ
∑، إن

(−1)n𝑧2𝑛

(2𝑛)!
∞
𝑛=0  عل 

ً
، ℂتعرّف تابعا

سمّي هذا التابع تابع الجيب العقدي، ونرمز له ب   
ُ
  ، أيsin(𝑧)ن

ّ
 ب  :  ℂعل هذا التابع معرف  أن

sin 𝑧 = ∑
(−1)n𝑧2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

 
ً
 . ℂعل  وهو تحليلي أيضا

 مشتق تابع التجيب العقدي: 

هنة، مشتق cosالتابع  حسب مير 𝑧   ممثل بالمتسلسلة المشتقة ل∑
(−1)n𝑧2𝑛

(2𝑛)!
∞
𝑛=0    

ّ
ه ، أي أن

 : بالمساواة عل كامل المستوي العقديمعرف 

(cos 𝑧)′ = (∑
(−1)n𝑧2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

)

′

= ∑ (
(−1)n𝑧2𝑛

(2𝑛)!
)

′∞

𝑛=0

= ∑
(−1)n2𝑛 𝑧2𝑛−1

(2𝑛)!

∞

𝑛=1

 

                 = ∑
(−1)n 𝑧2𝑛−1

(2𝑛 − 1)!

∞

𝑛=1

=
𝑛⟷𝑛+1

∑
(−1)n+1 𝑧2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

= − ∑
(−1)n 𝑧2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

= − sin 𝑧 

 
ّ
sin)بشكلٍ مماثل، يمكن إثبات أن 𝑧)′ = cos 𝑧"ك للطالب  . "يير

: تمرين ن ن التاليتي   : أثبت صحة المساوتي 

cos(𝑧) =
𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2
  , sin(𝑧) =

𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
 

 المتطابقات المثلثية: 

ي 
 معظم المتطابقات المثلثية الحقيقية تبقر صحيحة فن

ّ
ي الواقع، إن

 : ونذكر منها  ℂفن

sin2 𝑧 + cos2 𝑧 = 1 

cos(𝑧1 ± 𝑧2) = cos(𝑧1) cos(𝑧2) ± sin(𝑧1) sin(𝑧2) 

sin(𝑧1 ± 𝑧2) = sin(𝑧1) cos(𝑧2) ± cos(𝑧1) sin(𝑧2) 

sin(2𝑧) = 2 sin(𝑧) cos(𝑧) 

cos(2𝑧) = cos2(𝑧) − sin2(𝑧) = 2 cos2(𝑧) − 1 = 1 − 2 sin2(𝑧) 
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ك إثباتها للطالب.   يير

 تمرين: 

ن   من التابعي 
ً
 كلا

ّ
,𝑠𝑖𝑛أثبت أن 𝑐𝑜𝑠  2دوريان، دور كل منهما يساوي𝜋 . 

 . 2𝜋𝑖ينتج الإثبات من كون التابع الأسي العقدي دوري، ودوره  الحل: 

ي والتخيلي للتابع  إيجاد الجزأين
 :  𝐜𝐨𝐬(𝒛)الحقيق 

cos(𝑧) = cos(𝑥 + 𝑖𝑦) = cos(𝑥) cos(𝑖𝑦) − sin(𝑥) sin(𝑖𝑦) 

                            = cos(𝑥)
𝑒𝑖(𝑖𝑦) + 𝑒−𝑖(𝑖𝑦)

2
− sin(𝑥)

𝑒𝑖(𝑖𝑦) − 𝑒−𝑖(𝑖𝑦)

2𝑖
 

          = cos(𝑥)
𝑒−𝑦 + 𝑒𝑦

2
− sin(𝑥)

𝑒−𝑦 − 𝑒𝑦

2𝑖
 

           = cos(𝑥)
𝑒−𝑦 + 𝑒𝑦

2
+ 𝑖 sin(𝑥)

𝑒−𝑦 − 𝑒𝑦

2
 

= cos(𝑥) 𝑐ℎ (𝑦) − 𝑖 sin(𝑥) 𝑠ℎ(𝑦) 

 
ّ
 : وبالتالي فإن

𝑅𝑒(cos(𝑧)) = 𝑢(𝑥, 𝑦) = cos(𝑥) 𝑐ℎ (𝑦) 

𝐼𝑚(cos(𝑧)) = 𝑣(𝑥, 𝑦) = −sin(𝑥) 𝑠ℎ (𝑦) 

  إثبات أن تابع التجيب تحليلي علℂ  ن ي  وتعيي 
طي كوسر

 : ريمان-مشتقه باستخدام شر

 كل من الجزأين
ّ
ي والتخيلي قابل للاشتقاق التام نلاحظ أن

قان  ℝ2 عل الحقيقر
ّ
، ويحق

ي  
ي معادلتر

 : ، أي ℝ2 عل ريمان-كوسر

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) = − sin 𝑥  𝑐ℎ 𝑦 = 𝑣𝑦(𝑥, 𝑦) 

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = cos 𝑥  𝑠ℎ 𝑦 = −𝑣𝑥(𝑥, 𝑦) 

 : إن المشتق يعطى بالمساواة . ℂوبالتالي فهو تحليلي عل 

(cos 𝑧)́ = 𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥 = − sin 𝑥  𝑐ℎ 𝑦 − 𝑖 cos 𝑥  𝑠ℎ 𝑦 = sin 𝑧 

sin التابع  نتبّع نفس الأسلوب ل  دراسة 𝑧 . 

 حل معادلة مثلثية: 

sinالمعادلة  𝑧 = 𝑎  حيث𝑎 ثابت عقدي : 

sin(𝑧) = 𝑎 ⟺
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
= 𝑎 
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                            ⟺ 𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧 = 2𝑖𝑎 ⟺ 𝑒𝑖𝑧 − 2𝑖𝑎 − 𝑒𝑖𝑧 = 0 

ن ب    ب الطرفي   نجد:  𝑒𝑖𝑧بضن

𝑒2𝑖𝑧 − 2𝑖𝑎𝑒𝑖𝑧 − 1 = 0 

𝑤لنضع  = 𝑒𝑖𝑧 المعادلة 
ّ
 : السابقة تصبح بالشكل، وبالتالي فإن

𝑤2 − 2𝑖𝑎𝑤 − 1 = 0 

ن  ن  ، ونجد Δثمّ نحل المعادلة باستخدام الممي  𝑤1حلي  , 𝑤2 ، رد
ُ
ن وت المسألة إل حل المعادلتي 

ن  ن  الأسيتي   : التاليتي 

{
𝑤1 = 𝑒𝑖𝑧

𝑤2 = 𝑒𝑖𝑧 

 . ن ن السابقتي  ن الأسيتي   وتكون مجموعة حلول المعادلة الأصلية هي اجتماع حلول المعادلتي 

 ملاحظات: 

1) 𝑒 𝑧 = 𝑒𝑧0 ⟺ 𝑧 = 𝑧0 + 2𝜋𝑖𝑘 

2)  sin 𝑧 = sin 𝑧0 ⟺ 𝑧 = 𝑧0 + 2𝜋𝑘 ⋎  𝑧 = 𝜋 − 𝑧0 + 2𝜋𝑘 

3)  cos 𝑧 = cos 𝑧0 ⟺ 𝑧 = 𝑧0 + 2𝜋𝑘 ⋎  𝑧 = −𝑧0 + 2𝜋𝑘 

 

ة الرابعة  ... ...انتهت المحاضن

 

 

 

 

 

 

 


